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基于公理化模糊集合的 TOPSIS多属性决策方法

王    虎，潘小东，康    波
（西南交通大学数学学院，四川 成都 611756）

摘    要：针对属性值为语言值并且属性权重为实数的多属性决策问题，本文提出了一种以公理

化模糊集合为基础的 TOPSIS多属性决策方法。首先确定多属性决策过程中语言评价集与相对应的

模糊划分以及由此模糊划分所生成的公理化模糊集合，将多属性决策过程中的语言值数学量化为公

理化模糊集合处理；定义了公理化模糊集合上的序关系，并利用该序关系定义了正负理想方案；利用

公理化模糊集合的 Euclidean距离，分别计算备选方案与正、负理想方案之间的相对贴近度，并由此

得到备选方案的综合排序指数。最后，本文通过一个实例来说明该模型的有效性和实用性。
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Abstract: Aiming at  the  multi-attribute  decision-making  problem  where  the  attribute  value  is  a   lin-

guistic value  and  the  attribute  weight  is  a  real  number,  this  paper  proposes  a  TOPSIS  multi-attribute  de-

cision-making method based on an axiomatic fuzzy set. Firstly, determine the language evaluation set and

the corresponding Fuzzy division and the axiomatic fuzzy set generated by the fuzzy division to mathemat-

ically quantify the linguistic value in the process of multi-attribute decision-making into axiomatic fuzzy set

processing. Then define the order relationship on the axiomatic fuzzy set, and based on the order relation-

ship  define  the  positive  and negative  ideal  schemes.  The Euclidean distance of  the  axiomatic  fuzzy set  is

used to calculate the relative closeness between the alternative schemes and the positive and negative ideal

schemes, and the comprehensive ranking index of the alternative schemes is obtained. Finally, an example

is used to illustrate the effectiveness and practicability of the model.
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1981年，Hwang等 [1] 提出了基于理想点原理

的 TOPSIS方法，经典的 TOPSIS方法一般用于以

确定的实数作为属性值的多属性决策方法。

1965年，Zadeh[2] 首次提出了模糊集合的概念，将数

学理论与应用的研究范围从精确性问题拓展到了

模糊性问题。1970年，Bellman等[3] 首次基于模糊

集理论建立了模糊决策的基本模型。此后，基于模

糊集合以及模糊集合的各种扩展模型的模糊决策

方法被相继提出。胡辉等[4] 在 2007年提出了基于

区间直觉模糊集的 TOPSIS多属性决策方法，将属

性值由确定的实数替换为区间直觉模糊数，希望解

决属性难以用准确值表示的 TOPSIS多属性决策

问题。2017年，王应明等[5] 提出了基于前景理论的

犹豫模糊 TOPSIS多属性决策方法，考虑到实际决

策过程中决策者的犹豫心理，选用一组语言值来对

属性进行描述。2018年，张文等[6] 提出了基于区间

犹豫模糊语言集的 TOPSIS多属性决策方法，使用

了区间犹豫模糊语言数来表示属性值，能够更加细

腻、准确地描述事物的模糊性。

S = {sa | α = −t, · · · ,−1,0,1, · · · , t}
S

在模糊多属性决策过程中，备选方案的属性值

往往需要使用定性的评价自然语言去描述。对评

价自然语言的处理，目前常用的第一种方法是用模

糊数、三角模糊数、直觉模糊数等来表示语言值[7 − 11]；

但存在的问题是，模糊数或者扩展的模糊数的隶属

度的确定存在较大主观性，并且这些模糊数与决策

者在决策过程中所使用的评价语言值很难建立合

理的对应关系。第二种常采用的方法是把一组语

言值用集合 表示，并

且通过集合 中元素的下标来定义对应语言值之间

的序关系、集结及相似度等计算的算子[12 − 16]。例

如，Rodríguez等 [15 − 16] 根据犹豫模糊集的背景，提

出了用一组语言值来作为属性值，并且给出了犹豫

模糊语言的序关系以及集结的算子，用于多属性决

策问题。语言值以离散的形式给出，它们之间经过

相对应的集结算子运算以后，生成新的语言值可能

不能与初始语言集中的语言值相对应，引起初始信

息的流失。

2018年，Pan等 [17 − 18] 从模糊现象的本质和特

征出发给出了模糊集合的公理化定义，从整体或全

局的观点给出关于模糊概念的新认识。公理化模

糊集合是定性评价自然语言的数学模型，使 Zadeh

意义下的模糊集严格化、明确化、清晰化。在公理

化模糊集合的框架下，模糊集合能够与评价自然语

言值之间建立良好的对应关系。

综合上述分析，本文以公理化模糊集合作为基

础讨论属性值用评价语言值表示的模糊多属性决

策问题。基于评价自然语言值集建立模糊划分，并

基于模糊划分生成公理化模糊集。对不同论域下

的属性值对应不同的模糊划分，决策过程中直接使

用公理化模糊集来进行决策建模计算。结合经典

的理想解 TOPSIS方法，本文建立基于公理化模糊

集合的 TOPSIS模糊多属性决策方法。 

1    公理化模糊集合的基本理论

n {1,2, · · · ,n}下文中 表示为

下面我们首先给出模糊划分和公理化模糊集

合的定义。

U = [a,b] ⊂ R, U定义 1[17 − 18]　设 上的一个模糊

划分指的是具有如下形式的对象：

Ũ = {µA1 (x) , · · · ,µAn (x )}

µAi (x) : U → [0,1](i = 1, · · · ,n)

x ∈ U Ai

其中，函数 定义了元素

关于类 得隶属度，并且满足下面的条件：

x ∈ U i ∈ n

µAi (x) > 0

1)对任意的 ，至少存在一个 满足

；

i ∈ n,µAi (x) U2)对任意的 在 上连续；

i ∈ n x0 ∈ U

µAi (x0) = 1

3)对任意的 ，至少存在一个 使得

；

i ∈ n x0 ∈ U

µAi (x0) = 1 µAi (x) [a, x0] [x0,b]

4)对任意的 ，如果在点 处满足若

，那么， 在 上不减，在 上

不增；

x ∈ U 0 < µA1 (x)+ · · ·+µAn

(x) ⩽ 1

5)对 任 意 的 ， 满 足

。

U = [a,b] ⊂ R, Ũ = {µA1 (x) , · · · ,
µAn (x)},n ∈ N+ U

F
(
Ũ
)
定义 2[17  −  18]　设

，是 上的一个模糊划分。定义集合

如下：

i ∈ n µA (x) = µAi (x)

x ∈ U A = {( x,µA (x)) | x ∈ U} ∈ F
(
Ũ
)1)如 果 存 在 使 得 对 所 有

都成立，那么 ；

µA (x) = µ (x) = 1 A = {( x, (x)) | x ∈ U}
∈ F
(
Ũ
)2)如果 ，那么

；

µA (x) = µ (x) = 0 A = {( x,µA (x))3)如 果 ， 那 么
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| x ∈ U} ∈ F
(
Ũ
)
；

A = {( x,µA (x)) | x ∈ U} ∈ F
(
Ũ
)

r ∈Q+

Ar = {( x, (µA( x ))r) | x ∈ U} ∈ F
(
Ũ
)4)如 果 且 ，

那么 ；

A = {( x,µA (x)) | x ∈ U} ∈ F
(
Ũ
)

N

[0,1] AN = {(x, (µA( x ))N) |
x ∈ U} ∈ F

(
Ũ
)

(5)如果 ，并且 是

定义在 上的强否定，那么

；

A= {( x,µA (x)) | x ∈ U} ∈ F
(
Ũ
)
，B = {(x,µB

(x)) | x ∈ U} ∈ F
(
Ũ
)

⊗ A∩⊗
B = {( x,µA (x)⊗µB (x)) | x ∈ U} ∈ F

(
Ũ
)

6)如果

，并且 是一个三角模，那么

；

A= {( x,µA (x)) | x ∈ U} ∈ F
(
Ũ
)
，B = {(x,µB

(x)) | x ∈ U} ∈ F
(
Ũ
)

⊕

A∪⊕B = {( x,µA (x)⊕µB (x)) | x ∈ U} ∈ F (Ũ)

7)如果

，并且 是一个三角余模算子，则

  ；

F
(
Ũ
)

8) 不再包含其他元素。

F
(
Ũ
)

Ũ F
(
Ũ
)

U Ũ

称为由 生成的模糊隶属空间， 中

的元素称为定义在 上且关于模糊划分 的模糊

集合。 

2    公理化模糊集合的序关系和距离
 

2.1    公理化模糊集合的序关系

Ũ

U = [a,b] ⊂ R F
(
Ũ
)

Ũ

在下文中，若无特殊说明， 均表示论域

上的模糊划分， 表示由 生成的

模糊隶属空间。

在模糊多属性决策理论中，模糊集合的序关系

扮演着非常重要的作用。如果各方案的最终打分

是用模糊集合来表示的，那么就需要用一种方法来

对模糊集合进行排序。

为了定义模糊集合的序关系，下面我们首先将

同一模糊隶属空间中的模糊集合转化为实数，然后

再根据所得到的实数值的自然序对模糊集合进行

排序。

A ∈ F
(
Ũ
)

A

mv (A)

定 义 3　 设 ， 定 义 的 模 糊 均 值

为

mv (A) =

r b
axuA (x)dxr b
auA (x)dx

，

[a,b] A其中 为公理化模糊集合 的论域。

A,B ∈ F
(
Ũ
)

F
(
Ũ
)

⩽ A ⩽ B当且仅当mv (A) ⩽ mv (B)

定义 4　设 ，定义 上的序关系

为： 。

例 1　用语言评价集{好，中，差}来评价某个

班级学生综合测评分数的好坏，设论域为 [0,100]。

A1 A2

A3

µA1 (x) µA2 (x) µA3 (x)

用模糊集合 表示评价语言“差”，用模糊集合 表

示评价语言“中”，用模糊集合 表示评价语言

“好”，它们的隶属度函数 、 、 分别

定义为：

µA1 (x)=

 −
1

50
x+1, x ∈ [0,50]

0,其他
,

µA2 (x)=



1
50

x, x ∈ [0,50]

− 1
50

x+2, x ∈ [50,100]

0,其他

,

µA3 (x)=
{ 1

50 x−1, x ∈ [50,100]
0,其他。

身高隶属度函数如图 1所示。
 
 

0 50 100

1

隶属度

分数

图 1    身高隶属度函数图像
 

{µA1 (x) ,µA2 (x),µA3 (x )} U易知， 构成 上的一个模

糊划分。

mv (A1)=

r 100
0 xuA1 (x)dxr 100
0 uA1 (x)dx

= 25

mv (A2)= mv (A3) =

75 A3 ⩾ A2 ⩾ A1

通过计算可以得到模糊集“差”的模糊均值

，模糊集“中”的模糊均

值 50，模糊集“好”的模糊均值为

，于是可知， 。 

2.2    公理化模糊集的距离

在经典 TOPSIS方法中，我们通过计算各个备

选方案与正负理想方案之间的距离来度量各个方

案的优劣性。经典 TOPSIS方法的属性值在为确

定的实数的情况下，计算两个方案同一属性的差异

时，可以直接通过实数的运算来实现，最后使用

Euclidean距离来度量两个方案之间的距离。在本

文中，我们使用自然语言所对应的公理化模糊集来

对方案的不同属性进行表示并且计算，公理化模糊

集在严格的公理定义下的隶属度函数为连续的函

数。根据经典 TOPSIS方法的启发，我们根据扩张
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原理 [19] 来对模糊集定义四则运算及开方运算法

则，将方案看作一个分量为属性值的向量，计算向

量之间的距离为一个模糊集。本文对模糊集进行

实数化再进行距离的比较。

A ∈ F
(
Ũ
)
,U = [a,b] ⊂ R,B ∈ F

(
Ṽ
)
,

V = [c,d] ⊂ R A,B

定 义 5　 设

。定义 之间的四则运算结果如下

所示：

(A−B) (z) = ∨
x−y=z

(uA( x)∧uB(y )) (A−

B) U(A+B) = [a−d,b− c]

1) ， 模 糊 集

的论域 ；

(A+B) (z) = ∨
x+y=z

(uA( x)∧uB(y )) (A+

B) U(A+B) = [a+ c,b+d]

2) ， 模 糊 集

的论域 ；

(A×B) (z) = ∨
x×y=z

(uA( x)∧uB(y )) (A×

B) U(A×B) =
[
e, f
]
,e =min{x× y|x ∈ UA,y ∈ UB},

f =max{x× y|x ∈ UA,y ∈ UB}

3) ， 模 糊 集

的 论 域

；

(A/B) (z) = ∨
x/y=z

(uA( x)∧uB(y )) (A/B)

U(A/B) =
[
e, f
]
,e =min{x/y|x ∈ UA,y ∈ UB}, f =max

{x/y|x ∈ UA,y ∈ UB}

4) ，模糊集 的

论域

。

A ∈ F
(
Ũ
)
, Ũ = [a,b] ⊂ R+

A

定义 6　设 ，定义模糊

集 的开方运算如下所示：
√

A (y) = ∨
x=y2
{uA( x )}

√
A[√

a,
√

b
] ， 模 糊 集 的 论 域 为

。

ai,ak

ai

(ri,1,ri,2, · · · ,ri,m) ak (rk,1,rk,2, · · · ,rk,m)

j w j
∑m

j=1 w j = 1

ai,ak d(ai,a j)

定义 7　设两个不同向量 有 m 个分量，并

且向量的分量由公理化模糊集表示，其中 表示为

， 表示为 。且第

个向量的权重为 ，满足 ，定义向量

的 Euclidean距离 为

d
(
ai,ak
)
= mv

(
Ad(ai,ak)

)
=

r
U Ad(ai,ak) (x) xdxr
U Ad(ai,ak) (x)dx

,

Ad(ai,ak) =
√∑m

j=1 w j(zi, j− zk, j)2;zi, j =
ri, j√∑m
j=1 ri, j2

其中： 。

zi, j zi, j

[0,1] Ad(ai,a j)

表示经过标准化处理后的分量值， 的论域

为 。 表示用定义 5和定义 6运算规则

计算出的两个向量的 Euclidean距离。 

3    基于公理化模糊集合的模糊多属性

决策方法
 

3.1    问题描述

A = (a1,a2, · · · ,an)

C = (c1,c2, · · · ,cm) W = (w1,w2, · · · ,wm)

多属性决策问题考虑从一组已知备选方案

中选出最佳方案，并且属性集

， 是这些属性的

U U

权重向量。在决策过程中，用定性的语言来对属性

进行评价。例如从一些备选电脑中去选购一台电

脑，我们这个时候可以把电脑价格的区间作为论域

，给 上一个模糊划分得到

Ũ = {uA1 (x) ,uA2 (x) ,uA3 (x )}，

分别代表“便宜”，“中等”，“昂贵”这 3个基本评

价语言值所对应的模糊集合的隶属度函数，电脑价

格论域的所有模糊集都可以由上述 3个基本模糊

集生成，则我们可以用公理化模糊集对应的自然语

言来定性评价备选电脑。

我们可以用如下的矩阵来表示待解决的模糊

多属性决策问题：

C =


c11 c12 · · · c1n
c21 c22 · · · c2n
· · · · · · · · · · · ·
cm1 cm2 · · · cmn


ci, j i j代表第 个方案第 个属性，其中的属性值是

用语言值来表示的。在后续的计算中我们需要将

自然语言转化为对应的公理化模糊集来建模计算。 

3.2    决策方法

下面建立属性权重为实数，属性值为自然语言

情况下的 TOPSIS决策模型。

第 1步,首先根据评价建立决策矩阵

R =


r11 r12 · · · r1m
r21 r22 · · · r2m
· · · · · · · · · · · ·
rn1 rn2 · · · rnm


ri, j i j ∑m

i=1 wi = 1

uri, j (x) ri, j

其中 代表第 个方案第 个属性的评价自然语言

对应的公理化模糊集，属性的权重满足 ，

用 表示 的隶属度函数。矩阵中的模糊集隶

属度函数由基本模糊集使用固定的连续三角模算

子来得到。

X+ X−第 2步,确定正理想方案 和负理想方案 ：

X+ =
(
x+1 , x

+
2 , · · · , x+m

)
,

X− = (x−1 , x
−
2 , · · · , x−m)。

对于多属性决策问题中的指标属性，分为两

类，一类是效益型指标，一类是成本型指标。对于

效益性指标，它越大越好，而对于成本性指标，则越

小越好。

N1

N2

我们令成本型指标属性的下标集为 ，效益型

指标属性的下标为 。我们在 2.1节中讨论过有
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关于公理化模糊集的序关系。

ri, j( j ∈ N2)

ri, j( j ∈ N1)

对于效益型指标 ，我们在取正理想解

的时候，考虑备选方案中使这个效益型指标取最大

的模糊集，对于成本性指标 则正好相反，

取成本性指标的最小值，

则

x+j = max
1⩽i⩽m

ri, j, j ∈ N2,

x+j = min
1⩽i⩽m

ri, j, j ∈ N1。

类似对于负理想解有：

x−j = min
1⩽i⩽m

ri, j, j ∈ N2,

x−j = max
1⩽i⩽m

ri, j, j ∈ N1。

通过上述方法，我们确定了正负理想解。

第 3步,计算各个备选方案与正负理想解之间

的距离，根据经典 TOPSIS方法步骤，为了消除量

纲对距离的影响，首先对原始决策矩阵的属性集进

行标准化处理：

zi, j =
ri, j√∑m
J=1 ri, j2

得到以下标准化决策矩阵

R =


z11 z12 · · · z1n
z21 z22 · · · z2n
· · · · · · · · · · · ·
zm1 zm2 · · · zmn



i(i = 1,2,3, · · · ,n)

对正负理想解也进行标准化处理。将两个方

案看作两个向量，属性值的权重为分量的权重。按

照第 2.2节中的步骤得到第 个方案

与正理想解的实数距离为：

Di
+ = d(X+,ai),

与负理想解的实数距离为

Di
− = d(X−,ai)。

第 4步,计算每个方案到正理想方案的相对贴

近度

Di =
D−i

D+i +D−i
。

Di第 5步，按照 值从大到小对方案进行优劣

排序。 

4    算例分析
 

4.1    实例计算

选用文献 [20]中实例说明上述提出方法的过

a1 ∼ a5

c1 ∼ c4

程与合理性。考虑某个风险投资公司进行项目投

资的决策问题。某风险投资公司在对备选企业

进行选择时，首先制定了 4项评价属性

(属性分别为风险因素、成长因素、社会政治

影响因素和环境影响因素)，设这四个因素的的分

数得分范围为 0到 100分。案例中没有给出属性

权重的数值，我们暂时认为它所有的权重相同，都

为 0.25。对于 4个因素的论域都为 [0,100]，我们给

出相同的模糊划分为{非常差，差，中等，好，非常好}，

并且给出相应的隶属度函数如图 2所示。

uA1 (x) =

 −
1
25

x+1, x ∈ [0,25]

0,其他

uA2 (x) =



1
25

x, x ∈ [0,25]

− 1
25

x+2, x ∈ [25,50]

0,其他

uA3 (x) =



1
25

x−1, x ∈ [25,50]

− 1
25

x+3, x ∈ [,50,75]

0,其他

uA4 (x) =



1
25

x−2, x ∈ [50,75]

− 1
25

x+4, x ∈ [75,100]

0,其他

uA5 (x) =


1

25
x−3, x ∈ [75,100]

0,其他

uA1 (x)、uA2 (x)、uA3 (x)、uA4 (x)、uA5 (x)其中 分别表

示自然语言{非常差，差，中等，好，非常好}。
 
 

0

1

100
分数

隶属度

图 2    分数隶属度函数图像
 

专家组评测得到备选企业的自然语言评价结

果如表 1所示。
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表 1    语言评价结果

备选企业 c1 c2 c3 c4

a1 中等 差 好 非常差

a2 好 非常差 非常差 差

a3 非常好 好 差 好

a4 中等 非常好 非常好 非常好

a5 差 中等 中等 非常好

 
 

步骤 1,建立决策矩阵
中等 差 好 非常差
好 非常差 非常差 差
非常好 好 差 好
中等 非常好 非常好 非常好
差 中等 中等 非常好


X+ X−步骤 2,确定正理想方案 和负理想方案 ：

X+ ={非常好，非常好，非常好，非常好},

X− ={差，非常差，非常差，非常差}。

步骤 3,计算各个方案到正负理想方案的距离：

D =


D+1 D−1
D+2 D−2
D+3 D−3
D+4 D−4
D+5 D−5



D =


1.36 0.83
2.18 0.1
0.83 1.32
0.5 1.75

1.03 1.22


步骤 4,计算各个方案的综合指数：

D1= 0.38,D2= 0.044,D3= 0.61,D4= 0.78,D5= 0.54。

Di

a4 ≻ a3 ≻ a5 ≻ a1 ≻ a2

根据 值的大小对备选企业进行排序，排序结

果为： ，可见企业 4为最优选择。 

4.2    比较分析

文献 [20]中选择使用三参数区间数来对属性

进行分，打分结果如下所示：

D =


[80,85,90] [80,85,90] [91,93,96] [62,65,68]
[88,90,93] [67,77,83] [60,67,70] [69,72,75]
[95,97,98] [90,93,95] [77,79,82] [93,95,96]
[82,85,88] [97,98,100] [98,99,100] [97,99,100]
[78,79,81] [78,79,81] [83,85,88] [94,97,99]


专家对备选企业的影响因素进行打分时，因为

人类自身判断的模糊性，选择使用自然语言，上述

将专家的评价自然语言量化为区间数来进行处理，

没有解释清楚区间数如此取值的合理性，并且没有

从全局的角度来约束区间数的取值，造成很大的客

观性。如同使用 Zadeh意义下的模糊集与 Zadeh

意义扩展下的模糊集相同，隶属度的确定存在较大

主观性。

基于公理化模糊集的多属性决策方法中，将专

家评价自然语言量化为公理化模糊集合来处理，在

确定公理化模糊集合的隶属度函数过程中，从全局

的角度通过模糊划分来生成基本的公理化模糊集，

并且此论域的所有模糊集只能通过这组基本公理

化模糊集使用特定的方式来生成，隶属度函数满足

严格的公理化定义，较传统模糊集合隶属度函数的

确定更加准确。本文结果与文献 [20]比较如表 2

所示。
 
 

表 2    结果比较

研究对象 a1 a2 a3 a4 a5

文献[20]结果 0.141 6 0.108 4 0.200 0 0.300 0 0.250 0

本文结果 0.380 0.044 0.610 0.780 0.540
 
 

a4 ≻ a5 ≻ a3 ≻ a1 ≻ a2

a4 ≻ a3 ≻ a5 ≻ a1 ≻ a2 a5 a3

a3 a5

a3

a5

a3 a5

a3 a5

a2

a2

a2

通过观察得知，在计算得到的结果中，文献

[20]的结果为 ，而本文的结果

为 ，其中结果 与 的结果与本

文不同， 优于 ，通过观察，方案的 4个属性值的

权重一致， 的属性评价集为（非常好，好，差，好），

而 的属性评价集为（差，中等，中等，非常好），通

过直观上的对比， 的属性中两个好优于优于 ，

明显优于 ，验证了本文方法的准确性。其中

5个备选公司中计算出的结果最差为 ，通过直接

观察 的评价为（好，非常差，非常差，差），较其它

备选公司具有明显劣势，通过上面表格中数据对

比，可以看出本文方法所计算出的结果中， 的值

明显小于其它 4个备选公司的值，而文献 [20]的结

果中区分没有特别明显，本文的方法对更差的备选

方案具有更好的区分性，决策结果更加符合我们想

要的预期决策结果。通过比较分析，验证了本文决

策模型的有效性与准确性。 

5    结束语

本文在多属性决策过程中的属性集用自然语

言表示的情况下，通过模糊划分来建立自然语言与

公理化模糊集之间的对应关系，将各个属性直接表

示为自然语言所对应的公理化模糊集来进行建模
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计算，模糊集隶属度函数满足严格公理化定义并且

是连续的。很好的将自然语言量化为对应的模糊

集隶属度函数。在后面计算同一属性的排序，方案

之间的距离时直接使用公理化模糊集来进行计

算。较以往模糊多属性决策中使用单个隶属度表

示属性或者直接使用自然语言没有对应的隶属度

函数来表示属性更加准确，客观。本文没有考虑权

重信息为模糊的情况下，在未来，可以考虑以公理

化模糊集合为基础，并且权重、属性都为模糊情况

下的多属性决策方法。
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