
 

 · 振动诊断与控制 ·

基于 SRCKF算法的多自由度非线性系统

动载荷识别方法
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摘    要：为识别铁道车辆车钩等存在非线性刚度阻尼的单一维度、多自由度系统的外部动载

荷，提出一种基于平方根容积卡尔曼滤波（SRCKF）算法的载荷识别方法。以一个二自由度的非线性

弹簧阻尼系统为例，建立包含外部动载荷和系统部件状态变量的非线性过程函数，以各自由度振动

加速度为观测量，基于平方根容积卡尔曼滤波算法识别外部动载荷。仿真结果表明，该方法可以较

好地识别作用在多自由度非线性系统上的随机载荷，刚度非线性系统和阻尼非线性系统的识别结果

相关系数分别为 0.997和 0.999。
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Abstract: In order to identify the external dynamic load of a single dimensional, multi-degree-of-free-

dom system with nonlinear stiffness damping, such as a railway car coupler, a loads identification method

based on the square root cubature Kalman filter（SRCKF） algorithm is proposed. Taking a two-degree-of-

freedom nonlinear spring-damped system as an example,  a  nonlinear process function containing external

dynamic load and state variables of system components is established. The external dynamic load is identi-

fied based on the square root cubature Kalman filtering algorithm with the vibration acceleration of each de-

gree-of-freedom as the observed quantity. The simulation results indicate that the method can identify the

random load on the multi-degree-of-freedom nonlinear system well. The correlation coefficients of the iden-

tification results for the stiffness nonlinear and the damping nonlinear system are 0.997 and 0.999, respect-

ively.  
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准确快速地识别机械系统的动载荷对系统的

振动响应测量、结构参数优化、疲劳寿命预测等具

有重要意义。对于轨道车辆、飞行器等复杂非线

性系统，直接测量轮轨作用力、飞行器外载荷等十

分困难。因此，研究识别精度高、响应速度快的动

载荷的间接识别方法具有重要的工程实用性。

动载荷识别方法主要分为时域识别法和频域

识别法。频域识别法经过多年发展已较为成熟，其

识别精度高但对噪声敏感，只适用于稳态动载荷和

平稳随机载荷[1]。时域识别法起步较晚，其基本原

理是将系统运动方程进行模态坐标变换，将动力方

程解耦，再根据卷积后的激励与系统响应的关系识

别出动载荷。武江凯等[2] 以二次多项式为基函数，

基于 Duhamel积分推导建立了一种针对单自由度振

动系统的动态载荷识别方法。樊懿葳等[3] 在此基

础上通过模态坐标变换法，将多自由度振动系统运

动方程解耦，建立了一种以系统加速度为输入的多

自由度振动系统动载荷时域识别方法。以上研究均

针对线性系统，难以解决非线性系统的载荷识别问题。

卡尔曼滤波是一种结合模型先验估计和测量

更新的状态估计算法[4 − 6]。马也驰等[7] 基于卡尔曼

滤波方法和最小方差估计方法，分别建立了以系统

位移和加速度为输入参数的激振力时域识别方

法。Impraimakis等[8] 设计了一个新型无迹卡尔曼

滤波器，实现了非线性系统所有动态状态参数和输

入参数的实时联合识别。LIU等 [9] 基于扩展卡尔

曼滤波方法，引入主成分分析（PCA）方法变换多维

区间模型，建立了一种用于线性系统动载荷识别的

动态力重构方法。许多研究[10 − 12] 表明，卡尔曼滤

波在载荷识别方面具有很强的实用性。

平方根容积卡尔曼滤波（SRCKF）[13] 是一种基

于三阶球面径向容积准则和平方根滤波的改进卡

尔曼滤波算法。穆静等 [14] 应用 SRCKF算法对未

知弹道系数的再入弹道目标实现了快速精确的状

态估计。肖仁鑫等 [15] 基于 SRCKF算法结合遗忘

因子，对电池荷电状态进行在线辨识。以上研究表

明，在非线性过程问题中，平方根容积卡尔曼滤波

算法有较好的估计效果。

针对铁道车辆车钩等存在非线性刚度阻尼的

单一维度、多自由度系统的外部动载荷，本文提出

了一种基于 SRCKF算法的多自由度非线性系统动

载荷识别方法，通过建立包含动载荷的系统状态非

线性递推函数，结合平方根容积卡尔曼滤波算法和

系统各部件振动加速度响应来更新估计动载荷。

为验证算法可行性，本文以二自由度非线性弹簧阻

尼振子系统为例分析了该算法对随机激励和组合

谐波激励的识别效果。

 1    非线性系统建模与识别算法

 1.1    二自由度非线性弹簧阻尼模型

以具有刚度非线性和阻尼非线性的弹簧振子

串联振动系统为研究对象，如图 1所示，系统的振

动方程为

MẌ+CẊ+KX = F （1）

X Ẋ Ẍ

式中：M为系统质量矩阵；C为系统阻尼矩阵；K为

系统刚度矩阵； 、 和 分别为系统的位移、速度
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图 1    二自由度非线性振动系统模型图

Fig. 1    Model of 2 DOF nonlinear vibration system
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和加速度向量；F为系统动载荷。

在刚度非线性系统中，k1 具有非线性特性，如

图 2所示，弹簧力计算公式为

F1 =

 k11b
k11δ1+ k12(|x| −δ1)sign(b)

k11δ1+ k12δ2+ k13(|x| −δ2)sign(b)

|b| ⩽ δ1
δ1 ⩽ |b| ⩽ δ2
|b| ⩾ δ2
（2）

式中：k1i（i=1~3）为刚度系数；b 为相对位移；δi（i=

1~2）为间断点对应位移值；sign()表示对取变量的

正负号。
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图 2    非线性刚度特性示意图
Fig. 2    Diagram of nonlinear stiffness characteristics

 

在阻尼非线性系统中，c1 具有非线性特性，如

图 3所示，阻尼力计算公式为

Fd1 =

 c11ḃ
c11δ1+ c12(|ẋ| −ε1)sign(ḃ)

c11δ1+ c12δ2+ c13(|ẋ| −ε2)sign(ḃ)

∣∣ḃ∣∣ ⩽ ε1
ε1 ⩽

∣∣ḃ∣∣ ⩽ ε2∣∣ḃ∣∣ ⩾ ε2
（3）

ḃ式中：c1i（ i=1~3）为阻尼系数； 为相对速度；εi（ i=

1~2）为间断点对应速度值。
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图 3    非线性阻尼特性示意图
Fig. 3    Diagram of nonlinear damping characteristics

 

 1.2    SRCKF算法识别原理

对于上述二自由度系统模型，其状态变量为
x = [z1,z2, ż1, ż2] （4）

ż1、ż2

式中： z1、 z2 分别为质量块 m1、m2 的垂向位移；

分别为质量块 m1、m2 的垂向速度。

将振动系统所受动载荷看作系统内在状态，将

状态变量扩充为

x = [z1,z2,F, ż1, ż2, Ḟ] （5）

此时振动系统的状态空间方程为：

ẋ = f (x)+w
z = h(x)+ v

™
（6）

对于系统的位移、速度和加速度响应，在实际

工程应用中，加速度响应相比位移和速度响应更易

测量，因此，选择系统中各部件振动加速度作为系

统观测量，为
z = [z̈1, z̈2] （7）

实际上传感器测量的数据为离散采样，因此，

将系统状态方程离散化。根据固定积分步长采用

四阶龙格库塔法对递推式进行时域积分迭代更新。

xk = f (xk−1)+wk−1
zk = h(xk)+ vk

™
（8）

xk ∈ Rnx式中： 为系统状态变量；zk 为观测量。过程

噪声 wk-1 和量测噪声 vk 为相互独立的高斯分布，

即 wk-1~N(0,Qk-1)，vk-1~N(0,Rk-1)。

X∗j,k
x∗k

S̄ k

结合以上公式，采用平方根容积卡尔曼滤波算

法对系统动载荷的识别流程如图 4所示。核心步

骤是根据识别的第 k-1步的状态变量 xk-1 递推出

第 k 步的状态变量 xk 识别值。首先对状态变量

x0 和误差协方差矩阵 P0 进行初始化，给定过程噪

声矩阵 Q和测量噪声矩阵 R的初始值。然后进行

时间更新，通过 xk-1 计算容积点 Xj,k-1，将容积点代

入非线性状态方程计算传播后的容积点 ，再计

算 k 时刻状态量预测值 和误差协方差矩阵的平

方根 ，为：
X j,k−1 = Sk−1ξ j+ xk−1 （9）

X∗j,k = f (X j,k−1) （10）

x∗k =
m∑

j=1

ω jX∗j,k （11）

S k = Tria([χ∗k,S Q,k−1]) （12）

χ∗k

式中：Sk-1 为 Pk 乔列斯基分解后得到的上三角矩

阵；ξj（j=1~m）为容积点集；Tria()表示对矩阵进行

三角化，获得矩阵的方阵； 为中心加权矩阵，为

χ∗k =
1√
m

[X∗1,k − x∗k,X
∗
2,k − x∗k, · · · ,X∗m,k − x∗k] （13）

x∗k
S̄ k

接着进行测量更新，根据 k 时刻状态量预测值 和

误差协方差矩阵的平方根 计算容积点 Xj,k，将
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z∗k

S ∗k

Xj,k 代入测量方程进行传播，得到传播后的容积点

Zj,k，再计算 k 时刻的测量量预测值 、测量误差协

方差矩阵的平方根 和误差协方差矩阵 Pk，为：

X j,k = S kξ j+ x∗k （14）

Z j,k = h(X j,k) （15）

zk =

n∑
j=1

ω jZ j,k （16）

S zz,k = Tria([γk,S R,k]) （17）

Pk = χkγ
T
k （18）

式中 SR,k 为 Rk 的平方根。γk、χk 定义为：

γk =
1√
m

[Z1,k − z∗k,Z2,k − z∗k, · · · ,Zm,k − z∗k] （19）

χk =
1√
m

[X1,k − x∗k,X2,k − x∗k, · · · ,Xm,k − x∗k] （20）

最后，计算卡尔曼增益 Wk、状态量估计值 xk 和误

 

初始化
x0、P0、Q、R

时间更新

测量更新

状态估计

结束

1. 计算容积点

Xj,k − 1 = Sk − 1ξj + xk − 1

X *j,k= f(Xj,k − 1)

x*
k = ∑ωjX *j,k

m

−

−

−

j = 1

m

j = 1

Sk

2. 计算状态方程传播得到的容积

1. 重新计算容积点

Xj,k = Skξj + x*
k

Zj,k = h(Xj,k)

zk = ∑ωjZj,k

2. 计算测量方程传播得到的容积点

1. 计算卡尔曼增益

(21)

(18)

(17)

(16)

(15)

(14)

(11)

(10)

(9)

(22)

(23)

2. 计算状态量估计值

3. 计算误差协方差平方根估计值

4. 计算量测误差协方差矩阵的平方根

5. 计算协方差

 = Tria([χ*
k,SQ, k−1])

Szz,k = Tria([γk,SR,k])

Wk = (Pxz,k/S
T

zz,k)Szz,k

3. 计算 k 时刻状态量预测值

4. 计算 k 时刻误差协方差矩阵的平方根

3. 计算 k 时刻量测量预测值

(12)

Pxz,k|k − 1 = χkγT
k

xk  = xk + Wk(zk − z*
k)

Sk = Tria([χk − Wkγk,WkSR,k])

图 4    SRCKF算法流程图

Fig. 4    Algorithm flow chart of SRCKF
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差协方差矩阵平方根估计值 Sk，完成一次状态更新。

Wk = (Pk/ST
k )/Sk （21）

xk = x∗k +Wk(zk − z∗k) （22）

Sk = Tria([χk −Wkγk,WkSR,k]) （23）

通过连续的状态更新过程，就能实现振动系统

动载荷的实时识别。

 2    算法验证

以图 1所示的二自由度非线性振动系统为例

进行验证。系统的各部件质量为 m1=4 kg，m2=8

kg，刚度非线性系统参数如表 1所示，阻尼非线性

系统参数如表 2所示。
 
 

表 1    刚度非线性系统参数
Tab. 1    Stiffness parameters of nonlinear system

刚度参数 数值 其他参数 数值

k11 /（N/m） 5 c1 /（N∙s/m） 5

k12 /（N/m） 20 c2/（N∙s/m） 3

k13 /（N/m） 30 δ1/m 0.1

k2 /（N/m） 15 δ2/m 0.2
 
 

 
 

表 2    阻尼非线性系统参数
Tab. 2    Damping parameters of nonlinear system

阻尼参数 数值 其他参数 数值

c11 /（N∙s/m） 2 k1 /（N/m） 10

c12 /（N∙s/m） 30 k2 /（N/m） 15

c13 /（N∙s/m） 40 ε1/（m/s） 0.05

c2 /（N∙s/m） 3 ε2/（m/s） 0.10
 
 

采用相关系数和均方根误差值对识别结果进

行判断。相关系数能描述识别结果的变化趋势，均

方根误差值侧重于衡量真实值与识别值之间的差

异。均方根误差计算公式为

RMSE(y, ŷ) =

Ã
1
m

m∑
i=1

(ŷi− yi)2 （24）

ŷ式中：y 为真实值； 为预测值；m 为观测次数。

 2.1    随机激励识别

图 5为随机激励作用下刚度非线性系统动载

荷识别的时域图、频域图和均方根误差图。可以

看出，系统动载荷的识别曲线和仿真输入曲线十分

接近，识别曲线和动载荷曲线的相关系数达 0.997。

由图 5（b）可知，在动载荷高于 0.8 Hz频段时识别

结果十分准确，低于 0.8 Hz频段识别结果存在较小

误差。由图 5（c）可知，在识别过程开始时，均方根

误差达到最大值 17.553 N，随后快速减小并稳定

在 2.052 N以下。
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图 5    刚度非线性系统随机激励识别结果图
Fig. 5    Results  of  random  excitation  identification  for

nonlinear stiffness systems
 

图 6为随机激励作用下阻尼非线性系统动载

荷识别的时域图、频域图和均方根误差图。从

图 6（a）可以看出，识别曲线和真实曲线大致重合，

相关系数达 0.999。图 6（b）的频域结果表明，在各

个频段识别效果都很好。图 6（c）显示均方根误差

在识别过程开始时出现最大值 1.258 N，随后急剧

减小并稳定在 0.033 N以下。
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Fig. 6    Results  of  random  excitation  identification  for

nonlinear damping systems
 

 2.2    组合谐波激励载荷识别

图 7为对刚度非线性系统施加频率为 1、2、

3、5 和 7 Hz的组合谐波激励时的动载荷识别结果。

图 7（a）的动载荷时域识别图表明，识别曲线和动载

荷曲线变化趋势一致，相关系数为 0.997。图 7（b）

的频域动载荷曲线和识别曲线的对比可知，在频率

大于 0.8 Hz时识别效果较好，在小于 0.8 Hz时，

随着频率的减小，识别误差逐渐增大。由图 7（c）的

系统动载荷曲线和识别曲线的均方根误差可知，识

别过程中均方根误差存在一定波动，最大值为

0.866 N，均方根误差整体处于较低的水平。

图 8为对阻尼非线性系统施加频率为 1、2、

3、5和 7 Hz的组合谐波激励时的动载荷识别结

果。图 8（a）表明，识别曲线和真实曲线基本重合，

二者的相关系数达 0.999。由图 8（b）可以看出，在

频率大于 0.8 Hz时识别曲线和动载荷曲线基本重

合，在频率小于 0.8 Hz时识别幅值偏大。从图 8（c）

可以看出，识别值与真实值的均方根误差随识别过

程不断变化，其最大值为 0.234 N，整体收敛在一个

较低的水平。

 3    结论

本文基于 SRCKF算法提出了一种多自由度非

线性振动系统动载荷的识别方法，并通过二自由度
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的刚度非线性和阻尼非线性的弹簧阻尼振子系统

对算法进行了验证。

1）在刚度非线性系统上施加随机激励和组合

谐波激励时，识别曲线与输入载荷曲线相关系数均

达 0.997。在阻尼非线性系统上施加随机激励和组

合谐波激励时，识别曲线与输入载荷曲线相关系数

均达 0.999。

2）在频率大于 0.8 Hz的频段，识别结果与输入

载荷基本吻合。在小于 0.8 Hz的低频段，识别结果

存在一定误差。

3）对于随机激励，识别结果的均方根误差的最

大值出现在识别初始时，随着识别过程的进行，识

别的误差逐步收敛至较低的水平；对于组合谐波激

励，识别结果的均方根误差存在小幅波动，整体处

于较低水平。
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