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摘 要: 讨论了伪投射模，小伪投射模与 hollow 模间的关系，研究了小伪投射模自同态环上的一些性质，推广

了文献［8］中的相关结论。
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Abstract: The paper discusses the relationships among the pseudo-projective modules，small pseudo-projective modules and hollow
modules． The properties of the endomorphism rings of small pseudo-projective modules are studied． Some results in reference ［8］ are
generalized．
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伪投射模是投射模概念的推广，在这一推广过

程中，投射模的一些好的性质被保留下来。近年

来，国内外很多学者研究了相关问题［1 － 7］，并得到了

许多有用的结果。本文研究了小伪投射模及其自

同态环的相关性质，推广了文献［8］中的一些结果，

文中的环 R 均是有单位元的结合环，所有的模均为

左 R － 模。下面给出本文要用到的几个定义。

定义 1 R － 模 M 称为伪投射模，若对于任意

R － 模 A，满同态 f: M→A 和 g: M→A，存在同态 h: M

→M，使 f = gh。

定义 2 K 是 M 的小子模，若对 M 中的任意子

模 L，有 K + L =M 可得 L =M，记作 K ＜＜M。对满态

射 g: B→A，若 Kerg 是 B 的小子模，则称 g 是小的

( 或多余满的) 。

定义 3 R － 模 M 称为 hollow 的，如果 M 的所

有真子模均为小子模。若 M 只有唯一的小子模，则

称 M 为 S·F( semi flat) 的。

定义 4 R － 模 M 称为小伪投射模，若对任意

模 A，多余满同态 g: M→A 和满同态 f: M→A，存在 h

∈EndM，使得图 1 交换: 即 f = gh。

图 1 交换图 1

1 关于小伪投射模

hollow 模、S·F 模与伪投射与小伪投射模间的

关系十分密切。若 R － 模 M 是 hollow 的，则由定义
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M 既是伪投射模，又是小伪投射模。每个 S·F 模

都是小伪投射模。事实上，若 M 是 S·F 模，设 f: M

→B 为满同态，g: M→B 是多余满同态，因为 M 是 S
·F 模，可得 g 是同构的，所以存在 g － 1使图 2 交换。

图 2 交换图 2

所以 M 是小伪投射模。满同态 f: M→N 称为可

裂满的，如果存在 g: N→M，使得 fg = 1N。

定理 1 若 N 是小伪投射模，则满同态 f: M→N

是可裂的。

证明: 设 f: M→N 是满同态，则 NM/Kerf，

故可令 g: N→M/Kerf 为同构。当 N 为小伪投射模

时，g 可提升为 f': N→M，易得 ff' = 1N，所以 f 是可裂

满的。

记 Re( P，M) 为 M 在 P 中的余迹( Reject) ，Re
( P，M) =∩{ Kerf | f∈Hom( P，M) } ，相关概念可参

见文献［7 － 8］。

定理 2 设 P 为小伪投射模，p: P→L 是多余满

同态，

1) 若 KerpRe( P，M) ，则 L 是小伪投射模;

2) 若 Kerp ＜＜ P，且 L 是小伪投射模，则 Kerp
Re( P，M) 。

证明: 1) 对任意满同态 g: M→N，f: L→N，则有

交换图 3。

→0 Ker →p P →
p

→L 0
h↓ ↓f

M →
g

→N 0
图 3 交换图 3

假设 Ker pKerh，则 h 可通过 L 分解，即存在

h': L→M，h = h'p，则有 fp = gh = gh'p。又由 p 满同

态得 f = gh'，所以 L 是小伪投射模。
2) 对任意态射 h: P→M，K = h( Kerp) ，构造下面

交换图( 图 4) :

由 L 是小伪投射模知，存在 α: L→M，且 gα = f。

令h
～
= h － αp: P→M，构造gh

～
0，因而 P = Ker( p h

～
) =

h －1
～

( K) ，因 为 h
～

( Kerp ) = h ( Kerp ) ，可 得 Kerp +

Ker h
～
= P，Ker h

～
= P，从而得 h( Ker p) = h

～
( Ker p) =

0，即有 Ker pRe( P，M) 。

→0 Ker →p P →
p

→L 0

↓ ↓h ↓f

→0 → → →K M M/K 0
图 4 交换图 4

定理 3 设 M 是小伪投射模，且 M = A ⊕ B，则

A、B 均为小伪投射模。

证明: 设 X 是 M 的一个子模，f: A→M/X 是多余

满同态，定义满同态 g = f·πA : A ⊕ B→M/X，其中

πA 是 M 到 A 的典范投射，则 g( a，b) = f( a) ，a∈A，

b∈B，由 M 是小伪投射模，则 g 可提升为 g* : A ⊕

B→M，则 f* = g* | A 是 f 的提升，因而 A 是小伪投射

模。同理可证 B 也为小伪投射模。

2 小伪投射模的自同态环

环 R 称为局部环，若对每个 r∈R，均有 r∈R 或

1 － r∈R 是可逆的。在文献［8］中 A． K． Tiwary 证明

了若 S 是小投射 hollow 模 M 的自同态环，则 S 是局

部环，这个结论对小伪投射模同样成立。

定理 4 若 S 是小伪投射 hollow 模 M 的自同态

环，则 S 是局部环，且 S 中每个满同态均为同构。

证明: 设 M 是小伪投射 hollow 模，f∈S = End
( M) ，若 f 为满同态，则 f 是可裂满的，Ker f 是 M 的

小子模并且是 M 直和项，所以 Kerf = 0; 若 f 不是满

同态，则 Mf ＜ ＜ M，且 M = M ( 1M － f ) + Mf，M =
M( 1M － f) ，因而 1M － f 为同构，所以 S 是局部环。

若 f 是 S 中的任意一个满同态，由 M 是 hollow

模知 f 是多余满，1M 可以提升为 g: M→M，使得 fg =
1M，所以 g 为单态射; 另一方面，设 m∈M，由 f 为满

同态知存在 n∈M，使得 m = f( n) f( n － g( m) ) = 0

n － g ( m) ∈Kerfn∈Kerf + g ( m) MKerf +
Img，M = Kerf + ImgM = Img，所以 g 为满同态，并

且 g － 1 = f 为同构。

定理 5 S 是小伪投射 hollow 模 M 的自同态

环，J( S) 为环 S 的 jacobson 根，则有:

1) J( S) = { α∈S | Imα 是 M 的小子模} ;

2) S /J( S) 是 Von － neumann 正则环;

3) J( S) Hom( M，J( M) ) 。

证明: 1) 设 Λ = α∈S Im{ α 是 M

{

的小子模 ，则
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对每个 α∈Λα∈J( S) ，因为( 1 － α) M = M，Ker( 1 －

α) 是 M 真子模，所以 ΛJ( S) 。同样，设 α∈J( S) ，

KM，Imα + K = M，若 f: M→M/K 是自然满射，则

fα: M→M/K 也是自然满射。因为对任意 x∈M，f
( x) ∈M/K，x = α( y) + k，k∈Kf( x) = fα( y) 。又

Kerfα≠M，若 Kerfα = M，则 fα ( M) = 0 fα = 0，矛

盾，所以 Kerfα 是 M 的小子模。由 M 是小伪投射模

知，存在 φ∈S，构造下面交换图( 图 5) 。

图 5 交换图 5

因而有 f = fαφ，f( 1 － αφ) = 0，( 1 － αφ) M≤K，

M≤K( 因为( 1 － αφ) 可逆) ，所以 K = M，因而，Imα
＜＜M。

2) 设 α∈S，使得 αJ( S) ，则 Imα + K = M，但

对 KM，K≠M，则 f: M→M/K 是自然满同态，fα: M

→M/K 是多余满同态。由 1) 的证明过程得 f = fαφ，

fα = fαφα，f( α － αφα) = 0，( α － αφα) MK，Im( α －

αφα) 是 M 中的小子模，则 α － αφα∈J( S) ，因而 S /J

( S) 是 Von － neumann 正则环。
3) 设 α∈J( S) ，则设 Imα 是设 M 的小子模，且

J( M) ImαM，由 Imα ＜＜ M，J( M) MJ( M) +
Imα ＜＜ J ( M) ，由文献［6］prop5. 17 ( 2 ) 得 Imα ＜＜ J
( M) ，由 ImαJ( M) α∈Hom( M，J( M) ) J( S)

Hom( M，J( M) ) 。
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